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Résumé
SoitK/k une extension de corps algébriquement clos de degré de transcendance infini. Alors toute
K-variété algébrique ou toutK-revêtement algébrique qui est K-isomorphe à tous ses conjugués sous
l’action de Autk(K) possède un unique k-modèle.
 2003 Elsevier Inc. All rights reserved.
Abstract
Let K/k be an extension of algebraically closed fields of infinite transcendance degree. Then any
algebraic K-variety or any algebraic K-cover which is K-isomorphic to each of its conjugates under
the action of Autk(K) admits a unique k-model.
 2003 Elsevier Inc. All rights reserved.
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1. Introduction
Soit K/k une extension de corps tous deux séparablement clos. Donnons-nous B une
k-variété normale et f :V → B ×k K un K-revêtement algébrique connexe de degré
premier à la caractéristique de k. Supposons que la K-variété B ′ formée des points où
le revêtement f est étale est défini sur k, alors f possède un unique k-modèle.
J.-P. Serre explique (voir le paragraphe 6.3 de [8]) comment ce résultat découle du fait
qu’une famille de revêtements paramétrée par une courbe est localement constante ; la
preuve est détaillée dans [3]. Dans le cas plus particulier où k = Q, K = C et B = P1
Q
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Lemme 1.2 de [5], ainsi que [1]).
Supposons maintenant que la caractéristique du corps k soit positive et divise l’ordre du
groupe Aut(f ) des automorphismes du K-revêtement f . Peut-on encore en déduire que f
possède un k-modèle ? C’est cette question qui a motivé ce travail. Dans le présent article,
nous montrons, sous certaines conditions concernant l’extension K/k, que si f σ K f
pour tout σ ∈ Autk(K)1 alors f possède un k-modèle.
Enfin, en utilisant une autre approche, J. Wolfart a montré dans [9] qu’une C-courbe
projective lisse irréductible C vérifiant Cσ C C pour tout σ ∈ AutQ(C) possède un
uniqueQ-modèle. Cet article de J. Wolfart a été le point de départ pour l’auteur, beaucoup
d’idées qui ont été développées sont utilisées avec profit dans ce nouvel article.
Le plan est le suivant : l’énoncé du théorème principal se trouve dans le paragraphe 2.
Le paragraphe 3 est quant à lui consacré aux démonstrations, et on trouvera dans le
paragraphe 4 quelques applications du théorème principal.
L’auteur souhaite remercier chaleureusement P. Dèbes et M. Emsalem pour leurs
remarques et leurs commentaires très précieux.
Notations et rappels
(1) Soient A un anneau commutatif et f un élément de A. Pour tout P ∈ Spec(A), on
notera f (P) l’image de f dans A/P. On désignera par Specm(A) le sous-ensemble de
Spec(A) constitué des idéaux maximaux de A. La topologie que nous considérerons sur
Spec(A) est la topologie de Zariski. Une partie T de Spec(A) est dense si et seulement si
ET =Nil(A) où on a posé
ET =
{
f ∈A; f (P)= 0A/P pour toutP ∈ T
}
.
Si k est un corps algébriquement clos, A une k-algèbre réduite de type fini etM un élément
de Specm(A), alors d’après le Nullstellensatz, on sait que A/M k et que f ∈ A vérifie
f (M)= 0k pour tout M ∈ Specm(A) si et seulement si f = 0A, i.e., Specm(A) est dense
dans Spec(A) pour la topologie de Zariski.
(2) Soient Z un schéma, f :X → Y un morphisme de Z-schémas et Z′ → Z un
morphisme de schémas. Quand le contexte sera suffisamment clair, nous nous permettrons
de noter
XZ′ =X×Z Z′, YZ′ = Y ×Z Z′ et fZ′ :XZ′ → YZ′
le Z′-morphisme de schémas obtenu par pull-back du Z-morphisme f sur Z′. De plus dans
le cas particulier où Z = Spec(k) et Z′ = Spec(K), avec K/k une extension de corps, nous
noterons XK , YK et fK pour XSpec(K), YSpec(K) et fSpec(K).
1 Dans le cas où dim(B) = 1, l’extension K/k est séparable et la caractéristique du corps k ne divise pas
Aut(f ), cette condition équivaut à demander que B ′ soit défini sur k. En effet, le sens direct est classique. Pour la
réciproque, on sait d’après le théorème de Grothendieck que Π(p
′)
1 (B
′) est de type fini, ainsi M = {σ ∈ Autk(K);
f σ K f } est d’indice fini dans Autk(K), et par suite égal à Autk(K) puisque l’on a supposé k algébriquement
clos.
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Soient K/k une extension de corps, Y un Spec(k)-schéma et X un YK -schéma intègre
de type fini. Une condition nécessaire pour que X possède un Y -modèle, c’est-à-dire qu’il
existe un Y -schéma X˜ tel que X YK X˜×Y YK est que l’on ait
Xσ YK X
pour tout σ ∈ Autk(K).
Dans cet article nous montrons que cette condition est en fait suffisante sous certaines
hypothèses sur les corps k et K . Plus précisément le résultat principal de cet article est le
suivant :
Théorème 1. Soient K/k une extension de corps algébriquement clos de degré de
transcendance infini et Y un Spec(k)-schéma. Si X est un YK -schéma intègre de type fini
vérifiant Xσ YK X pour tout σ ∈Autk(K), alors X possède un unique Y -modèle.
Remarque. Dans le cas particulier où Y = Spec(k), le théorème se réécrit de la manière
suivante. Étant donné X un Spec(K)-schéma vérifiant Xσ Spec(K) X pour tout σ ∈
Autk(K), alors X admet un unique Spec(k)-modèle.
Exemples d’extensions de corps satisfaisant les hypothèses du Théorème 1
(1) En caractéristique 0. Soit p un nombre premier ou ∞. On peut prendre pour K une
clôture algébrique de Qp et pour k la clôture algébrique de Q dans K .
(2) En caractéristique positive. Soit p est un nombre premier, on peut prendre k =
Fp(T ) et choisir pour K le complété de k pour l’unique valuation discrète de k. On rappelle
que la valuation discrète vT de Fp(T ) s’étend de manière unique sur k. On vérifie que K
est algébriquement clos.
Il existe également des extensions de corps algébriquement clos de caractéristique
positive qui ne satisfont pas aux conditions du Théorème 1 et où le problème a un intérêt
(e.g., K/k = Fp(T )/Fp).
Pour conclure ce paragraphe, indiquons en quelques lignes la stratégie générale qui va
suivre et qui sera développée au paragraphe 3. Tout d’abord, il est clair que le YK -schéma
X se prolonge en un YSpec(A)-schéma X, où A est une sous-k-algèbre de K de type fini.
Ensuite, on va montrer qu’il existe σ ∈ Autk(K) tel que le morphisme de k-algèbre naturel :
A⊗k σ (A)Aσ(A)
est un isomorphisme. Posons alors A′ = σ(A) et X′ = Xσ . Nous montrerons alors qu’il
existe C une sous-AA′-algèbre finie de K , un YSpec(C)-isomorphisme :
Ψ :X×Spec(A) Spec(C) ∼→X′ ×Spec(A′) Spec(C)
et x ∈ Spec(C) tel que l’image de x par Spec(C)→ Spec(A) soit le point générique de
Spec(A) et que l’image de x par Spec(C)→ Spec(A′) soit un point fermé y ∈ Specm(A′).
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Yk(x)-isomorphisme entre les schémasX×Spec(A)Spec(Frac(A)) etX′×Spec(A′)Spec(k(y))
étendus à Spec(k(x)). Une deuxième extension à Spec(K) fournit un YK -isomorphisme
X YK
(
X′ ×Spec(A′) Spec
(
k(y)
))×Spec(k(y)) Spec(K).
Comme k(y) k, on déduit queX′×Spec(A′)Spec(k(y)) est un Y -modèle du YK -schémaX.
3. Démonstrations
Avant de donner la preuve du théorème principal proprement dite, nous allons dégager
trois résultats intermédiaires, à savoir les Propositions 2, 4 et 5.
Proposition 2. Soit K/k une extension de corps avec k algébriquement clos. Soient X et
X′ deux Y -schémas intègres de type fini. Si les schémas XK et X′K sont YK -isomorphes,
alors X et X′ sont déjà Y -isomorphes.
Corollaire 3. Les notations et les hypothèses étant celles de la Proposition 2, un
YK -schéma X admet au plus un Y -modèle.
Remarque. La situation k séparablement clos et K/k séparable peut aussi être traitée
[3, Lemme 2.4, p. 4].
Preuve de la Proposition 2. Soit
Ψ :XK
∼→X′K
un YK -isomorphisme. Il est clair qu’il existe A une sous-k-algèbre intègre de type fini de K
telle que, pour S = Spec(A), le YK -isomorphisme Ψ se prolonge en un YS = Y ×Spec(k) S-
isomorphisme :
Φ :X×Spec(k) S ∼→X′ ×Spec(k) S.
Soit x un point fermé de S, on a :
(X×Spec(k) S)×S Spec
(
k(x)
)Yk(x) Xk(x)
et
(
X′ ×Spec(k) S
)×S Spec(k(x))Yk(x) X′k(x).
Par suite Φ ×S Spec(k(x)) induit un Yk(x)-isomorphisme entre les schémas Xk(x) et X′k(x).
Le corps k étant algébriquement clos on a k(x) k et l’isomorphisme précédent est en fait
un Y -isomorphisme entre X et X′. ✷
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de type fini. Désignons par p : Spec(A⊗k A′)→ Spec(A) (resp. p′ : Spec(A ⊗k A′)→
Spec(A′)) le morphisme projection induit par l’injection canonique A ↪→ A⊗k A′ (resp.
A′ ↪→A⊗k A′). Pour toutP′ ∈ Spec(A′), notons
IP′ = ker
(
A⊗k A′A⊗k
(
A′/P′
)) ∈ Spec(A⊗k A′).
Alors l’ensemble {IM′ ; M′ ∈ Specm(A′)} est dense dans Spec(A ⊗k A′). De plus pour
tout P′ ∈ Spec(A′) on a d’une part p(IP′ )= (0) et d’autre part p′(IP′)=P′.
Preuve. Rappelons qu’étant donné B (resp. B ′) une k-algèbre intègre, la k-algèbre
B ⊗k B ′ l’est encore (le fait que le corps k soit algébriquement clos est primordial ici).
Cela prouve en particulier que pour tout P′ ∈ Spec(A′), la k-algèbre A ⊗k (A′/P′) est
intègre, et donc que IP′ est bien un idéal premier de A⊗k A′.
Soit maintenant f ∈ A ⊗k A′. On peut écrire f = ∑si=1 ai ⊗ a′i et supposer
que les éléments a1, . . . , as de A sont k-linéairement indépendants. On a f (IM′) =∑s
i=1 a′i (M′)ai . Si on suppose que f (IM′) = 0A pour tout M′ ∈ Specm(A′), alors on
déduit que a′i (M′)= 0k pour tout 1  i  s et tout M′ ∈ Specm(A′). Comme Specm(A′)
est dense dans Spec(A′), on a a′i = 0A′ pour tout 1 i  s, ce qui prouve que f = 0. Ainsi
l’ensemble {IM′ ; M′ ∈ Specm(A′)} est une partie dense de Spec(A⊗k A′).
La seconde partie de la proposition résulte trivialement de l’injectivité des morphismes
canoniques A ↪→A⊗k (A′/P′) et A′/P′ ↪→A⊗k (A′/P′). ✷
Un autre résultat clef pour les démonstrations est la proposition suivante :
Proposition 5. Soient K/k une extension de corps algébriquement clos et de degré de
transcendance infini. Si F/k une extension de type fini incluse dans K , alors il existe
σ ∈ Autk(K) tel que les corps F et σ(F ) soient k-linéairement disjoints, i.e., tel que le
k-morphisme d’algèbres canonique
F ⊗k σ (F )→ Fσ(F)
soit un isomorphisme.
Preuve. Notons B une base de transcendance de l’extension F/k et posons G = k(B).
Admettons un instant que l’on sache démontrer la Proposition 5 dans le cas particulier de
l’extension transcendante pure G/k, i.e., qu’il existe σ ∈ Autk(K) tel que le k-morphisme
d’algèbres G⊗k σ (G)→Gσ(G) soit un isomorphisme. Fixons alors un tel σ ∈ Autk(K).
La k-algèbre L = G ⊗k σ (G) est donc un corps et on peut voir F ⊗k σ (F ) comme une
L-algèbre de dimension finie.
Le corps k étant algébriquement clos, on sait que F ⊗k σ (F ) est un anneau intègre. Par
conséquent F ⊗k σ (F ) est un corps et le morphisme d’algèbres naturel
F ⊗k σ (F )→ Fσ(F)
est un isomorphisme. ✷
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Lemme 6. Soient n  1 un entier naturel, K/k une extension de corps de degré de
transcendance supérieur ou égal à 2n avec K algébriquement clos et x1, . . . , xn des
éléments de K algébriquement indépendants sur k. Alors il existe σ ∈ Autk(K) tel que
σ(x1), . . . , σ (xn) soient algébriquement indépendants sur k(x1, . . . , xn).
Preuve. L’extension K/k étant de degré de transcendance supérieur ou égal à 2n, il
existe e1, . . . , en des éléments de K tels que pour tout 1  i  n, ei soit transcendant
sur k(x1, . . . , xn, e1, . . . , ei−1). Posons G = k(x1, . . . , xn) et G′ = k(e1, . . . , en). Il existe
un unique Ψ ∈ Isomk(G,G′) tel que Ψ (xi) = ei pour tout 1  i  n. Désignons par B
(resp. B′) une base de transcendance de K/G (resp. K/G′). Comme B et B′ ont même
cardinal, on déduit que le k-isomorphisme Ψ se prolonge en un k-isomorphisme Φ ∈
Isomk(G(B),G′(B′)). En utilisant le lemme de Zorn, on montre (voir [7, Chapitre VII,
§2, Théorème 2]) que Φ se prolonge lui aussi en un k-automorphisme σ de K . ✷
Nous sommes maintenant en mesure de fournir une preuve du Théorème 1.
Preuve du Théorème 1. Tout d’abord, il existe A une sous-k-algèbre de type fini de K
telle que le YK -schéma X se prolonge en un Y ×Spec(k) Spec(A)-schéma que l’on noteraX,
i.e.,
X×Spec(A) Spec(K)YK X.
Soit F = Frac(A) le corps des fractions de A. D’après la Proposition 5, il existe
σ ∈ Autk(K) tel que les extensions F et σ(F ) soient k-linéairement disjointes. Fixons
une fois pour toutes un tel σ , et notons A′ = σ(A). Désignons également par B la sous-k-
algèbre de K engendrée par A et A′ et par G son corps des fractions. Notons S = Spec(A),
S′ = Spec(A′) etW = Spec(B). Comme par hypothèse le morphisme de k-algèbres naturel
A⊗k A′ B est un isomorphisme, on déduit que W ∼→S×Spec(k) S′ est un isomorphisme
de Spec(k)-schémas. On notera p :W → S et p′ :W → S′ les morphismes de Spec(k)-
schémas correspondants aux projections.
Posons X′ = Xσ , Y = X ×S W et Y′ = X′ ×S ′ W . Par hypothèse, on sait que les
schémas (Y×W Spec(G))×Spec(G) Spec(K) et (Y′ ×W Spec(G))×Spec(G) Spec(K) sont
YK -isomorphes. D’après la Proposition 2, on déduit que les schémas Y ×W Spec(G) et
Y′ ×W Spec(G) sont YG-isomorphes. Par suite il existe C une sous-k-algèbre de K de type
fini qui soit une B-algèbre finie telle que les schémas Y×W Spec(C) et Y′ ×W Spec(C)
soient Y ×Spec(k) Spec(C)-isomorphes. Notons U = Spec(C) et q :U →W .
Maintenant, je prétends qu’il existe s ∈ B non nul tel que D(s) ⊂ q(U). En effet, C
est une B-algèbre intègre finie, i.e., il existe c1, . . . , cl des éléments de C qui engendrent
C sur B comme B-module. Chaque ci est algébrique sur Frac(B). Notons si le produit
des dénominateurs des coefficients du polyôme minimal de ci sur Frac(B). Posons alors
s =∏1il si et S = {sn; n ∈ N∗}. Il est alors clair que ci ∈ S−1C est entier sur S−1B .
D’après le going-up de Cohen–Seidenberg (voir [4, p. 129]), le morphisme de schémas
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surjectif. D’où D(s)⊂ q(U).
Soit η le point générique de S. L’ensemble
W = q(U)∩ p−1({η})∩ p′ −1(S′(k))⊂W
est non vide, puisque d’une part D(s) ⊂ q(U) et d’autre part on sait d’après la
Proposition 4 que p−1({η}) ∩ p′ −1(S′(k)) est une partie dense de W (noter que S′(k)
s’identifie à l’ensemble des points fermés de S′ car le corps k est algébriquement clos).
Soit donc y ∈W et x ∈U tels que y = q(x).
Désignons par Ψ :Y ×W U ∼→Y′ ×W U un YU = Y ×Spec(k) U -isomorphisme. Il est
clair que Ψ ×U Spec(k(x)) induit un Yk(x)-isomorphisme
(Y×W U)×U Spec
(
k(x)
) ∼→(Y′ ×W U)×U Spec(k(iK/k(U))(x)).
Posons H = k(x). D’une part k(p(y)) F , et on a :
(Y×W U)×U Spec(H) YH
(
X×S Spec(F )
)×Spec(F ) Spec(H)
YH
(
X×S Spec(H)
)
.
D’autre part k(p′(y)) k, et on a :
(
Y′ ×W U
)×U Spec(H)YH
(
X′ ×S ′ Spec(k)
)×Spec(k) Spec(H).
Par suite Ψ ×U Spec(K) induit un YK -isomorphisme entre les schémas X et (X′ ×S ′
Spec(k))×Spec(k) Spec(K). Ce qui prouve que le YK -schéma X possède un Y -modèle. ✷
4. Exemples d’applications
Soit L un corps algébriquement clos. On dispose (voir [6, Proposition 2.6, p. 78]) d’un
foncteur pleinement fidèle naturel
tL :Var(L)→Sch(L)
de la catégorie des L-variétés vers la catégorie des Spec(L)-schémas. L’image du foncteur
tL est la sous-catégorie de Sch(L) constituée des Spec(L)-schémas quasi-projectifs
intègres. Voir [6, Proposition 4.10, p. 104] pour les détails.
Jusqu’à la fin de ce paragraphe, on supposera que K/k désigne une extension de corps
de degré de transcendance infini avec k parfait et K algébriquement clos.
Proposition 7. Soit V une K-variété algébrique vérifiant V σ K V pour tout σ ∈
Autk(K), alors V admet un unique k¯-modèle que l’on notera par V˜ . De plus Aut(V˜ ) 
Aut(V ) et le corps des modules de V˜ relativement à l’extension k¯/k est k.
G. Derome / Journal of Algebra 266 (2003) 418–426 425Preuve. On a tK(V )σ Spec(K) tK(V ) pour tout σ ∈ Autk¯(K). D’après la remarque qui
suit le Théorème 1, on déduit que le Spec(K)-schéma tK(V ) possède un unique Spec(k¯)-
modèle, i.e., qu’il existe X˜ un Spec(k¯)-schéma tel que tK(V ) Spec(K) X˜K . Comme X˜K
est un Spec(K)-schéma intègre et quasi-projectif, on déduit qu’il en est de même pour le
Spec(k¯)-schéma X˜. Par suite X˜ = tk¯(V˜ ) et tK(V )Spec(K) (tk¯(V˜ ))K . Le foncteur tK étant
pleinement fidèle, on déduit que V˜ est l’unique k¯-modèle de V .
L’isomorphisme Aut(V˜ ) Aut(V ) provient de la pleine fidélité du foncteur tK et de la
Proposition 2. Soit σ¯ ∈ Gal(k¯/k) et désignons par σ ∈ Autk(K) un relevé de σ , comme
V σ K V , on déduit que V˜ σ¯ et V˜ sont deux k¯-modèles de V . Par unicité de ce dernier,
on déduit que V˜ σ¯ k¯ V˜ , i.e., que V˜ a pour corps des modules k relativement à l’extension
k¯/k. ✷
Proposition 8. Soit B une k-variété algébrique et f :V → B ×k K un K-morphisme de
variétés algébriques vérifiant f σ K f pour tout σ ∈ Autk(K), alors f possède un unique
k¯-modèle que l’on désignera par f˜ . De plus, Aut(f˜ )Aut(f ) et le corps des modules de
f˜ relativement à l’extension k¯/k est k.
Preuve. On a tK(V )σ (tk(B))K tK(V ) pour tout σ ∈ Autk¯(K). D’après le Théorème 1,
on déduit que tK(V ) possède un unique (tk(B))k¯-modèle X˜. Le schéma tK(V ) étant
quasi-projectif et intègre, il en est de même pour le schéma X˜. Par suite X˜ = tk¯(V˜ ), et
d’après la pleine fidélité du foncteur tk¯ , on déduit que le Spec(k¯)-morphisme de schémas
X˜→ (tk(B))k¯ provient d’un unique k¯-morphisme de variétés algébriques f˜ : V˜ → B×k k¯.
Comme tK(V )(tk(B))K (tk¯(V˜ ))K et en utilisant le fait que le foncteur tK est pleinement
fidèle, on déduit que f˜ est l’unique k¯-modèle de f .
La deuxième assertion de la Proposition 8 se vérifie de la même manière que celle de la
Proposition 7. ✷
Lemme 9. Soit B une k¯-variété régulière projective irréductible et f :V → B ×k K un
K-revêtement algébrique vérifiant f σ K f pour tout σ ∈ Autk(K) alors f possède un
unique k¯-modèle f˜ . De plus, si fˆ désigne la clôture galoisienne de f , alors fˆ possède un
unique k¯-modèle qui n’est autre que ˆ˜f . En particulier les groupes de monodromie de f et
de f˜ sont naturellement isomorphes.
Preuve. Notons f˜ : V˜ → B ×k k¯ l’unique k¯-modèle de f et ˆ˜f : ̂˜V → B ×k k¯ la clôture
galoisienne de f˜ . Il est facile de vérifier que la clôture galoisienne de K(V )/K(B) est
K(̂˜V ), i.e., K(̂˜V ) = K̂(V ). Comme d’autre part les corps k¯(̂˜V ) et K(B) sont k¯(B)-
linéairement disjoints, on déduit que fˆ K ( ˆ˜f )×k¯ K . ✷
Remarque. La Proposition 8 et le Lemme 9 montre que le problème de la descente de
K à k se situe dans la partie algébrique, i.e., de k¯ à k. En particulier à l’aide de [2], et
plus précisément des Corollaires 3.2, 3.3 et 3.4, on déduit, selon que l’on considère les
K-revêtements purs ou les K-G-revêtements, les résultats suivants :
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f :V → B ×k K un K-revêtement algébrique vérifiant f σ K f pour tout σ ∈ Autk(K)
alors f possède un k-modèle dès que l’une des conditions suivantes est satisfaite :
1. Le K-revêtement f est galoisien, le centre Z(G) du groupe G est trivial et le groupe
des automorphismes intérieurs Int(G) de G possède un complément dans Aut(G), où
G désigne le groupe de monodromie du K-revêtement f .
2. Le groupe de Galois absolu de k est un groupe profini projectif.
3. Le K-revêtement f est galoisien et il existe un point k-rationnel de B qui n’appartient
pas au support du diviseur de branchement de f .
Corollaire 11. Soit B une k-variété régulière projective géométriquement irréductible
et f : V → B ×k K un K-G-revêtement algébrique vérifiant f σ K f pour tout σ ∈
Autk(K) alors f (en tant que G-revêtement) possède un k-modèle dès que l’une des
conditions suivantes est satisfaite :
1. Le centre Z(G) du groupe G est trivial.
2. Le groupe de Galois absolu de k est projectif.
3. Le centre Z(G) du groupe G est un facteur direct de G et il existe un point k-rationnel
de B qui n’appartient pas au support du diviseur de branchement de f .
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